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Soit V un espace de Banach sur R, V’ son dual, A : V + V’, K un convexe 
ferme et non vide de V et f E V’. 
Une inequation variationnelle est une inegalite du type 
UEK, (Au -f, w - u) > 0, VVEK. (1) 
Nous commencons par caracteriser l’ensemble des solutions u du probleme 
(1) a l’aide des applications de dualite et de la projection sur K. 
Ensuite nous etudions une technique pour resoudre (1) aprb plongement 
dans un espace de Hilbert convenable, avec les methodes iteratives introduites 
dans [I, 81 par M. Sibony. 
Finalement nous abordons un probleme de Dirichlet non homogene non 
lineaire en I’interpretant comme une inequation variationnelle, suivant 
J. P. Dias [2]. 
Nous approchons la solution du probleme de Dirichlet en utilisant les 
methodes de discretisation developpees par M. Sibony dans [l]. 
Le plan est le suivant: 
1. Une caracterisation des solutions dune inequation variationnelle. 
2. Resolution dune inequation par plongement dans un espace de 
Hilbert. 
3. Un probleme de Dirichlet non homogene interprete comme une 
inequation variationnelle. 
4. Resolution numerique du probleme de Dirichlet. 
* Boursier de la Fondation Calouste Gulbenkian. 
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1. UNE CARACT~RISATION DES SOLUTIONS 
D'UNE INEQUATION VARIATIONNELLE 
Dans la suite B sera un espace de Banach reel munit de la norme ]I II que 
nous supposerons uniformement convexe (cf. [3]) et telle que la norme duale 
II II* sur V’, dual de V, soit strictement convexe. On sait que l’uniforme 
convexite entra^me la rCflCxivitC de V. 
K sera un convexe ferme et non vide de V, PK : V -+ K l’application 
projection sur K par rapport a ]I ]I qui, cf. [4], existe et est continue. 
On a alors les deux lemmes suivants (cf. [5] et [6]): 
LEMME 1.1. Soit Q, : a+ = {t 3 0} -+ R une fonction continue et stric- 
tement croissante telle que @(O) = 0 et lim,,,, @(r) = +cc. Alors, il existe 
une application J : V + V’, qu’on appellera application de dualite attachee a 
@, telle que 
II Ju IL = @(II 11 II), (Juu, 4 = II Ju II* II 21 IL vu E v, (1.1) 
ozi (,) de’signe la dualite entre V’ et V. 
De plus, J est demi-continue (i.e, continue de V fort dans V’ faible) bomb 
(i.e, transforme les born& en des bornes) et telle que si 
on a 
Y(r) = IT @(CT) da 
0 
(Ju - Jvu, u - 4 3 WI u II) - WI ZJ llN(ll ZJ II - II v II), Vu’u, r~ E V. (1.2) 
WI v II> - Yll u II) 2 (Ju, CJ - 4, vu, v E v. (1.3) 
LEMME 1.2. Soit J : V + V’ une application de dualite’. Alors, on a: 
u=P&-=-UEK, (J((u’ - 4, v - 4 < 0, VVEK. 1’ 
Cela Ctant on peut demontrer la proposition suivante: 
PROPOSITION 1.1. Soit A : V --f V’, f E V’, p > 0. Alors, 
UEK, (Au -f, v - u) > 0, VVEK, 
kquivaut h 
(1.4) 
(1.5) 
u = PK(u + J-lp(f - Au)). W-5) 
1 Le signe 1 signifie la fin d’une dkmonstration, d’un paragraphe, etc. 
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Dt!monstration. Admettons que u satisfait (1.6). Alors, (1.4) entraine 
(J(u + I--“p(f - Au) - 4, ZJ - u) d 0, VVEK, 
c’est a dire, 
(Au -f, v - u) > 0, VVEK, 
et reciproquement. 
COROLLAIRE 1.1. Supposons, en particuliw, que 
K = ~1 + V, > Vu, E K, 
ozi V, est un sous-espace vectoriel fermi de V. 
Alors on a, PvO Ctant la projection sur V, pour la norme 11 1: 
P& = u1 + P&z - ux), WE v. 
(1.7) 
U-8) 
Deplus, (1.5) iquivaut h 
UEK, Pv,U-‘df - 4 = 0. (1.9) 
DLmonstration. (1.8) &ant immCdiat, l’equivalence de (1.6) et de (1.9) 
decoule de (1.8) avec ~lr = u : 
P& + J-‘p(f - Au)) = u + P,@ + J-‘df - 4 - 4 
COROLLAIRE 1.2. Supposons vkij%e (1.7) et A = J, f = 0. Alors, si 
J(-v) = -Iv, Vv E V, (1.5) bquivaut h 
UEK, Pv,(-u) = 0 (1.10) 
lequel kquivaut 2 
UEK, II u II G II v IL VVEK. (1.11) 
DLmonstration. On consider-e (1.9) avec p = 1, A = J, f = 0 et on obtient 
(l.lO), c’est a dire, 
UEK, II u II < II --u - w II> VWE v,, 
qui Cquivaut a (1.11) puisque K = u + V,. 1 
On a la proposition suivante (cf. [I, chap. I]): 
PROPOSITION 1.2. Soit F : K + R telle qu’il existe une application 
F’ : K + V’ telle que 
VUEK, (F’u, v) = lj$ 
F(u + tv) -F(u) 
t 
U+tUEK 
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Alors, 
F est convexe oF’ est monotone. (1.12) 
Si F’ est monotone alors 
UEK, F(u) < F(v), VVEK, 
equivaut h (1.13) 
24EK, (F’u, v - u) 2 0, VVEK. 
En particulier, si F est convexe, faiblement semi-continue infe%Gurement SW 
K et 
alors il existe un u E K tel que F(u) < F(v), Vv E K, qui est unique si u # v, 
F(u) = F(v), 01~10, I[ entraine F(oru + (1 - a)v) < F(u). 
Remarque 1.1. Le problkme de la minimisation de F sur K est rCsolu par 
discrktisation par M. Sibony dans [l , chap. I]. 
PROPOSITION 1.3. Soit J : V -+ V’ une application de dualite’ attachee 
h @ (cf. le Lemme l.l), 
Y(r) = J’: @(CT) du, f l V’, 
F(u) = WI u II) - (f7 4, VUE v. 
Alors, on a 
(Ju,v) -(f,v) = lj~~(~ + ‘“t -F(v), VU,VEV. (1.14) 
Dkrnonstration. (1.3) entraine 
(J(u + to), tv) < WI u + tv II) - WI u II) < (Juu, W 
ce qui donne (1.14) puisque J(u + to) * Ju faiblement dans V’. 
COROLLAIRB 1.3. Sous les hypotheses de la Proposition 1.3. 
UEK, WI 7.4 II) - (f7 4 G WI v II> - (fv 49 VVEK 
tkguivaut h
UEK, (Ju -f, v - 4 2 0, VVEK. 
(1.15) 
(1.16) 
De plus, (1.16) a une unique solution. 
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D&onstration. L’equivalence de (1.15) et (1.16) decoule des Propositions 
1.2 et 1.3. D’autre part, on a par le Lemme 1 .l : 
(Ju - Jv, u - v) = 0 3 11 u 11 = 11 v II. 
Ces deux conditions entrainent, d’apres des resultats connus sur les 
inequations monotones (cf. [7]), 1 ‘existence et l’unicid de la solution. 
Le corollaire suivant generalise le Corollaire 1.2 et est une consequence de 
la stricte croissance de E 
COROLLAIRE 1.4. Sow les hypothbes de la Proposition 1.3 supposons, en 
particulim, f = 0. Alors, (1.16) kquivaut h 
UEK, II u II < II v II, VVEK. (1.17) 
2. RESOLUTION D'UNJX IN~QUATION PAR PLONGEMENT 
DANS UN ESPACE DE HILBERT 
A. Rbultat gbn.&ral 
On continuera avec les notations introduites dans la Section 1. 
On supposera de plus qu’il existe un espace de Hilbert reel H de norme ] . I 
tel que V soit contenu avec injection continue et dense dans H. Done, 
H’ G V’. (C 0 contenu avec injection continue). 
Soit K un convexe ferme et non vide de V. 
Supposons vCrifieC I’hypothese suivante: 
11 existe une application lineaire continue et injective 
T: D(T)C I’--+ Htelle que 
K C D(T), K = T(K) est ferme dans H et R(T) = T(D(T)) (2.1) 
est dense dans H. 
i(. est, alors, un convexe ferme et non vide de H. 
Soit 
8 = T-l:R(T)CH-t V et 8’ : D(Y) C V’ -+ H 
l’application duale de 8: 
(B, w = (ek, 4, Vu E D(8), Vg E D(6’) 
Alors, on a le theoreme suivant: 
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TI&OR~?ME 2.1. Sous Z’hypothdse (2.1) soit A : V -+ V’ tel que 
A(K) C D(Y). (2.2) 
Alors, si f e D(U) onaavec~=tI’AB:~CH-+H’,f=~f, 
(PE~((AzZ-~d--)>,O,vBEii) 
= T((u E K / (Au -f, v - u) 2 0, Vv f K}). 
(2.3) 
Si A est monotone, alors a est monotone WY K. 
Si A est himi-continu et A borne’, alors A est hkmi-continu. 
Dkmonstration. Soit u E K tel que (Au, v - u) >, (f, v - u), Vv E K. 
Avec G = Tu il vient 
(A&, 86 - &) > (f, 86 - ea), Va E ii, 
(e24ec, v” - 22) 2 (vf, d - q, VBEK, 
et rkiproquement, ce qui dkmontre (2.3). 
Supposons A monotone. On a, Vu’, 6 E i(: 
(AC - ~6, u’ - a) = (e24ec - 82486, u’ - a) = (Aeii - Aec;, ec - eq 2 0. 
Supposons maintenant que A est hCmi-continu et soient t, E [0, 11, 
t, -;;* t, u”, 6 E it tels que zi + t,E E R, 7t = 1, 2 ,... . 11 vient, VtZ ED(O): 
(A& + t,e), e?) = (A(ec + t,eq, eq -;;’ (A(ec + teq, eq 
= (A@ + te), 6). 
Comme D(0) = R(T) est, par (2.1), dense dans H, on obtient, si Aest bornC, 
<A@ + t,q, 6) T (A@ + ta), q, VGEH. 
PROPOSITION 2.1. Sous les hypothbes (2.1) et (2.2) soit f E D(P). Supposons 
que A soit monotone et hkmi-continu et qu’il existe une application S : H + H 
linkaire continue et surjective telle que: 
(SC, q = (SG, a), Vu’, B E H. (2.4) 
30 > 0 tel que [GJ2 = (Sfi, zi) 3 ~1 li 12, VDEH. (2.5) 
3K > 0 tel que (AC - AC, fi - 5) >, K[ZZ - 612, Vu’, d E it. (2.6) 
VN > 0, 3c(N) > 0 tel que si u”, 5 E i( et [zZI < N, [Gl < N 
alors on a 1 A;z - A6 lH, < c(N)[u” - q. 
(2.7) 
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Ah, il existe un unique u tel que 
UEK, (Au -f, v - u) 3 0, VVEK. W-0 
Soit 22, E K. Alors il existe p > 0 tel que la suite (27,) dt$nie 
par l’itf%ation 
z&&+l = PS(z& - ps-yazz, -p>>, 
K 
(2.9) 
oziJ= d’f et Pi est laprojection sur Rpar rapport ci [.I, converge 
fortement dans H vers C = Tu, air u est la solution de (2.8). 
Dhonstration. Aest monotone et hemi-continu sur K par le ThCoreme 2.1 
puisque, par (2.7), Aest borne sur K. 
Alors, (2.6) entraine qu’il existe un unique 12 tel que 
izEi(, (Azi -f, in - zz) > o, VB&, 
ce qui implique (2.8) par le Theoreme 2.1, qui donne aussi l’unicite. 
(2.9) est maintenant une consequence du ThCortme 1.1 du chapitre I de [8]. 
Remarque 2.1. En particulier, fixe zi, E K, la suite 22,, converge vers 6 pour 
c = c(N,,) et popt = K/c2 (cf. [S, chap. I, remarque 1.11). 
B. Application 
Dans la suite Sz sera un ouvert borne regulier de R”, 2 < p < +OO, 
V = Wp(Q) (respectivement, I’ = Weep), H = HI(Q) = IFa 
(respectivement, H = H,l(S)) avec leurs normes naturelles (cf., par exemple, 
131). 
On a V G H, I’ dense dans H. 
Soit K un convexe ferme, borne et non vide de V. Alors, on a: 
LEMME 2.1. K est convexe fermd et borne’ dans H. 
Dtfmonstration. Puisque V C H, K est borne dans H. 
Soit u E KH: il existe une suite {u,} E K telle que u, -+ u, Diu, -+ Diu 
dans L2(Q) et presque partout dans Q, i = l,..., n. 
Comme K est borne dans V on a 
II %n IILW 9 II Dium IILW G M i = l,..., n, m = 1, 2 ,... . 
Le lemme de Fatou-Lebesgue entraine, alors, 
u, Diu E Lp(Q), i=l ,..., n. 
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Alors, le lemme 3.2 de [9] entraine u, 3 u, Di u, ,-f Di u faiblement dans 
Lq?), i = l,..., u, et done, u E V, u, 2 u faiblement dans V ce qui donne 
UEK. 
COROLLAIRE 2.1. Posons D(T) = V, T = I (identitk): V --t H. Alors, la 
condition (2.1) est vt!rzjL!e. 
PROPOSITION 2.2. Sous les hypothbses du Corollaire 2.1 on a 0 = I 
(identitt!), D(e) = V et 8’ = I, D(0’) = H’. 
Dtkonstration. Soit v E H’. Comme 0 = I, si u E D(e) = V, il vient 
(0, e24) = co, U) = (ek, q, avec 8' = I, 
#Oh 
H’ C D(F) et 8’ = I sur H’. 
Soit maintenant v E D(f): 
(v, u) = @A u), vu E v = D(e). 
Comme B’v E H’, il vient 
u -+ (74 u) 
continue sur V pour la topologie de H. Done, puisque V est dense dans H, 
on obtient 
VEH 
et ainsi D(el) = H’, 8’ = I (identite). 
EXEMPLE 2.1. Soit V = W$P(Q) (p > 2), H = H,‘(Q) munit de la 
norme 1 . 1 qui correspond au produit scalaire 
Soit K un convexe ferme, borne et non vide de V, T = I (identite), D(T) = V. 
11 vient K = K, D(Y) = H’. Ceci &ant, soit A : V -+ v’ defini par 
(Au, v) = h !,I u I*-2 u . v dx 
+ i j- Diu * Dp dx, vu, v E v, oh A >, 0. (2.10) 
i-1 i2 
A est monotone, hemi-continu et borne sur V. 
Soit S : H -+ H’ defini par (Su, v)H,XH = (u, v), Vu, v E H (done, [u] = 
(Su, u)~‘~ = 1 u I, Vu E H). Al ors on a la proposition suivante: 
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PROPOSITION 2.3. Supposons que n < 2 ou, si n > 2, que 
2(n + 1) d p < 2n 
n ‘n--2’ 
Alors on a: 
A(K) C H’ = D(e,),2 (2.11) 
A = B’AB = A est monotone, hkmi-continu et borne’ SW i( = K. (2.12) 
A vt%iJe sur g les conditions (2.5), (2.6), et (2.7) de la 
Proposition 2.1 avec u = 1, K = 1 et 
c(N) = n + h(p - 1) c~c,P-~~P-~NP-~, (2.13) 
oli c et c1 sont, respectivement, si n > 2 les con&antes 
d’injection de H dansL2nl(n-2)(sZ) et L(“/2)(P-2)(Q) et,si n < 2, 
les constantes d’injection de H dans L3(Q) et L3(~-2)(Q), par 
exemple. 
D&nonstration. Supposons n > 2. Alors, puisque 
2(n+l) Gpc 2n 
n ‘-CT 
entraine 
1<5(p-2) <A, 
nous avons, par un thCor&me de Sobolev, 
H G,52”l’“-2’(Q) et, done, H G L(“/2)l(P-2)(Q), 
avec les constantes &injection c et c1 , respectivement. 
D’autre part, on a 
Par l’intgalitt de Hijlder on obtient alors, si u E K et v E H, 
ce qui entraine (2.11) et (2.12), Ctant donnC le ThCorkme 2.1. 
a si P > n, ou si p < n et 2(p - 1) < pn/(n -p), alors on a aussi A(K) C H' 
cornme il est aist de voir. 
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De 
$1 t p-2 t = (p - 1) I t p-2 
il vient 
I I h Ip-2h - I t2 r2t2 I < (p - 1x1 t1 I + I t, p-21 t1 - t, I 
d’oii,siu,vEKetwEH,ona 
/ I, (I u p-2 u - 1 v p-2 v)w j 
< (p - 1) / (I u I + I v I)“-“. I u - v I * I w I R 
< jl 1 u 1 + 1 v 1 I/;&-2+n) * 11 u - v IILwm-a)(n) * 11 wIILw(+-yn) 
< q-y 1 u 1 + 1 v I)“-” c2 * 1 u - v I - I w I. 
Donc,silul,IvI <N,ona 
1 Au - Av IRt < (n + h(p - 1) c~c~‘-~~“-~N”-~) - I u - v I, 
ce qui dkmontre (2.13). 
Si TZ < 2 on a H GLg(Q), 1 < 4 < +a~ et, done, on peut aussi appliquer 
1’inCgalitC de Hijlder en considhant H G L3(Q), H G L3(+2)(Q). 
COROLLAIRB 2.2. Sous Ies hypothkes de la Proposition 2.3 soit f E H’. 
Alors, le probEme 
UEK, (Au -f, v - u) > 0, VVEK, (2.14) 
a une unique solution u. 
De plus, u peut e”tre calculie d’une fafon itkative suivant (2.9) avec T = I, 
9’ = I, R = K, A = A et (Su, v) = (u, v), Vu, TJ E H. 
Remarque 2.2. Supposons K non born& Alors: 
(i) Admettons que l’on connaisse une estimation de la norme de la 
solution (u E K, (Au -f, v - u) > 0, Vv E K): 
On peut, dans ce cas, considkrer u comme solution de 1’inCquation suivante: 
UEK~={VEKIIIVII GM}, (Au-f,v-u)>O, VVEK~. 
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(ii) Placons-nous maintenant dans les conditions de la Proposition 1.2, 
A = F’, F Ctant convexe, faiblement semi-continue inferieurement sur K et 
telle que FW ,,U,,p+m,~EK > + cJ3. 
Soit ZI,, E K, K,, = {v E K / F(v) < F(v,)) qui est convexe, ferme, borne et 
non vide. 11 vient, cf. [ 1, chap. I]: 
UEKo, (Au--f,o-u)>O, VTJEK,,, 
Cquivaut a 
UEK, (Au -f, v - u) 3 0, VVEK. 
3. UN PROBL&ME DE DIRICHLET NON HOMO&NE INTERPRIS 
COMME UNE MQUATION VARIATIONNELLE 
On continue avec les notations de la Section 2,B. Dans la suite nous Ccrirons 
I/’ = v**(s) (t ou’ours reel), 2 < p < +co, J2 &ant un ouvert borne J 
regulier de R”, munit de sa norme naturelle 
qui est uniformement convexe. 
Nous poserons encore 
v, = wp(J2) = qq” = {u E v I yz4 = O}. 
oh y : v + y(v) = w- 1/prr(kX2) est l’application trace usuelle sur asZ 
front&e de Q (cf., par exemple, [3]). 
On sait que, sur V, , ]I 24 I] et 
Ill ~4 Ill = II uz II = (i II&J ll;ynl)l’p 
i=l 
sont deux normes Cquivalentes. 
Sur v on peut interpreter le probleme de Dirichlet en termes d’une 
inequation. 
En effet, soit g E y(V); puisque 
on a le theoreme suivant de demonstration facile (cf. [2]): 
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THBOR&ME 3.1. SoitA: V-+ v’,f~v,‘,g~y(~“),K,={u~VIyv=g} 
qui est convexe, fermi et non vide. Alors il existe u E V tel que 
(Au, 4 = (f, 4, VW E q2) 
Y” =g (3.1) 
si et seulement si 
I1 existe fe V’ tel que f” = f SUY V,, et il existe u E K, 
telque(Au-Jv-u)>O,VvEK,. (3.2) 
Les solutions de (3.1) et (3.2) sont alors les &es. 
En particulier, si A est monotone et (Au - Av, u - v) = 0, u, v E K, 
entrahe 11 u 11 = 11 v 11 alors leproblime (3.1) admet, auplus, une solution. 1 
Cela &ant nous allons dkmontrer le lemme suivant: 
LEMME 3.1. Soit A : V -+ V’ l’opkateur dc;Jinipar 
(Au, v) = X /,I u lp-2 wvdx+$‘I IDjulP-2Diu.Divdx, 
j-1 P 
vu, VE v, oh x >, 0, p > 0. (3.3) 
Alors, 
(i) A est un ophateur monotone, demi-continu et borne’. En particulier, 
si h = p = 1, alors A = J application de dualitt! associt!e ci Q(Y) = rp-l 
(cf. le Lemme 1 .l). 
(ii) &ant donnh w E K, = {v E V/yv = g} et une suite {vm} E K, telle 
que Ij 0, II ;;;t +a~ alors 
vhJh--u)-~ +co 
II %a II 
(iii) A est strictement monotone SUY K, , i.e., 
(Au - Av, u - v) = 0, U,VEK~ entrahe 21 = 0. 
Dkmonstration. 
(i) cf., par exemple, [6]. 
(ii) Soit 24, = v, - w E V,, 11 u, II --t +co. 
(&n , vm - 4 = M4n + 49 %a> . II %a II 
II %a II II %a II II %n + w II - 
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Now allons dbmontrer que 
11 vient, comme il est aisC de drifier, 
VkL + w), 4 = w4n + 4, % + w) - P@m + 4, w) 
b PII(%rl + w)z /I9 - M4n + W)r P--l + c2 9 
et done 
m4n + 4, %J = ~4%rlf 4, %n> . llhn + 4x II 
IK%Js II Ilhl + WL! II IIh4n)z II 
tend vers + 00 quand m -+ i-00. 
(iii) On a 
(Au - Av, u - v) 
> p i$l J‘, (I Diu ID-~ D,.u - I Die) lp-2 Div)(D,u - Qv) > 0 
Done, (Au - Av, u - v) = 0 entra^me 
D,u = Dp, i = l,..., n, 
&oh, si y(u - v) = 0, 
u = v. 
Grace au ThCorkme 3.1 et au Lemme 3.1 on a, alors: 
TH~OI&IE 3.2. Soit A : V -+ V’ dbjini par (3.3), f E V,,‘, g E y(V). Alms, 
il existe un unique u E V tel que 
--+~~D~(~D~u~~-~D~u)+XIuI~-~u=fausensde9’(Q). 1 
id 
YU = .!? (3.4) 
Grace au Corollaire 1.3 on a: 
COROLLAIRE 3.1. Sous les hypothbses du ThborLme 3.2, supposons, en 
particulier, TV = X = 1. Alors, (3.4) t!quivaut ir 
f !I 24 IIP - CL 4 < j II v IP - (f; 4, VVEK,, (3.5) 
Oh 
jEV’, f==f SW v,. 
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Le ThCoreme 4.1 du chapitre I de [I] entraine immediatement: 
PROPOSITION 3.1. Sous les hypothbes du Tht%n&ne 3.2 soit J : V -+ V’ 
l’application de dual& associt!e ciG(Y) = rp--l (cf. le Lemme 1 .I). Soit E -+ 0, 
E > 0. 
Consid&ms l’opkateur A, = A + E J. Soit u, tel que 
-(p + l ) ii Di( 1 DiU IP-’ D,u) + (h + c) 1 u ID-’ u = f au sent de 9(Q). 
WC =g (3.6) 
Alors u, + u fortenwnt duns V oii u est la solution de 
-p f’ Di(l D,u jp--2 D,u) + X 1 u lp-2 u = f au sens de 9(Q). 
i=l 
?/u=g 
(3.7) 
4. RESOLUTION NUMERIQW DU PROBL~E DE DIRICHLET 
A. Thkxie gkm!rak 
Revenons a la situation et aux notations du Section 1 et soit A : V -+ V’ 
un operateur hemi-continu, borne tel que 
(Au - Av, u - 4 b (@(II u II) - @(II v ll))(ll 11 II- II v II>, Vu, v E V, (4.1) 
oti @ : R, -+ R est une fonction strictement croissante telle que 
lim @(I) = foe. Y-r+CC 
Soit K un convexe ferme et non vide de V, f’ E V’. On sait qu’il existe un 
unique u tel que 
UEK, (Au, v - u) > (f, v - u), VVEK. (4-A) 
Le but de ce no est d’approcher II solution de (4.2) par discretisation. 
Pour cela on se donne un parametre h destine a tendre vers 0 et le triplet 
{V, V, , ph} ou V, est un espace de dimension finie associe au parametre h 
et a l’espace V et I’operateur p, E 9( V, , V) &ant suppose injectif (operateur 
de prolongement). 
Si ula E V, on pose II u, Ills = II p,,u,, 11 oti II ./I est la norme de V. 
On designe par p,* (operateur de restriction) l’adjoint de ph : 
*. 
Ph * v-t V,’ 
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etona 
(p**v’, %)h = (v’, Ph%), Vv’ E Y, uf& E v, ) 
oti (,)h designe la dualite entre V,’ et V, . 
On peut munir V,’ de la norme duale 
A (4.2) nous associons alors l’inequation 
uh E Kh, (A,u, P z’ls - %)h 3 (fh 9 vh - Uh)h 9 Vv, E Kh, (4.3) 
Oh 
A, = P~*AP~ 3 Kh = P,‘(K), fh E V;, 
laquelle a une unique solution si Kh est non vide. 
DEFINITION 4.1. Soient fh E V,l et f E V’. On dit (cf. [IO]) que f,, converge 
discretement vers f si lim,,, 11 ph*f - fh II* = 0. 1 
Ceci Ctant on a le theoreme suivant (cf. [l, chap. I, thee. 5.1])3: 
THI?OR&ME 4.1. Supposons que 
VVEK, 3~ E Kh tel que phvh w V dans Vfort. (4.4) 
Alors si f,, converge discre’tement vers f on a: 
p$+, D u dans V fort, 
air uh est la solution de (4.3) et u est la solution de (4.2). 
Remarque 4.1. Supposons que A : V + V’ est monotone et hemi-continu 
et borne mais ne verifie pas (4.1). Supposons cependant qu’il existe un u 
solution de (4.2) et soit J : V + V’ une application de dualite (cf. la Section 1). 
J verifie l’hypothese (4.1) (cf. le Lemme 1.1). Alors, si X est le convexe 
ferme des solutions de (4.2) et E > 0 soient u, et u,, tels que 
u,EK, (Au, + clue, v - u,) >, (f, v - UC), VVEK 
%J E x, (Juo , v - uo) z (f, v - uo), VVEX. 
Alors, le Theo&me 4.1 du chapitre I de [l] entraine que u, w u. 
fortement dans V. 
a Dans [l] on a supposC 0 E K mais la dkmonstration est semblable si 0 4 K. 
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De plus, I’operateur A + l J verifie (4.1) avec la m&me fonction @ que J. 
Done, on peut appliquer k A + CJ le Theo&me 4.1 sur la discretisation. 1 
On se propose maintenant d’approcher la solution uh de (4.3) au moyen 
dune methode iterative. 
Plus precisement on se donne un operateur S, E LY( V, , V,‘) verifiant 
@huh 7 Vh)h = (ShVh 9 Uh)h 9 vu, ) Vh E v, . (4.5) 
sCLh > 0 tel que bh]’ = tshuh , Uh)h 2 *h 11 uh if , tru, E v, . (4.6) 
On suppose que I’operateur A drifie 
30, > 0 tel qUe (Ahuh - A&V, , U,, - V& 2 Ly&h - Vh]‘, VU,,VhEVh. 
(4.7) 
vNh > 0, ikh(Nh) > 0 tel que si u,, , vh E vr, et [uh] < N,, , (4.8) 
[vh] < Nh , alors on a 
(A huh - Ah% 9 Wh)h < ch(Nh)[% - vhl[whl> %,,E v,. 
Nous avons alors le thtoreme suivant (cf. [8, chap. I, ThCoreme 1.11): 
THJ?OR&WE 4.2. Sous Zes hypottises (4.5), (4.6), (4.7), et (4.8) la suite 
(uhn) d+inie par des itkations 
n+1 
llh = P&hn - ps&dhuhn - fh)), oh P; Cd la projeCtiOn (4.9) 
sur Khpar rapport d la mrme [.I, 
converge vet-s uh solution du problkme (4.3) pour p > 0 choisi cowenablement. 
Remarque 4.2. Dans les iterations (4.9) si on se donne uho dans Kh alors 
on peut prendre 
Nho = 2[uho] + 
“h :; 
~ ilf, - Ah($%; , 
et 
ch = Ch(Nh’) 
Alors on a 
khn - t+,]’ < t$[zr,’ - f&l2 oii e,=l-$ 
(cf. [8, chap. I, Remarque 1.11). 
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En particulier, on peut demarrer les iterations avec p = a,Jch2 et poursuivre 
les iterations pour 1z > n, (n, a choisir) avec p = ~~/c~~(Np), oii 
Remarque 4.3. Supposons que A,, verifie seulement l’hypothese (4.8). 
Soit alors pour E > 0, B,,, = A, + ES, . B,,, verifie (4.7) et (4.8) et, de 
+s, Uh.e , unique solution de 
Uh,a E Kh, (&,c%.c 9 vh - %,c) > (fh , q,c - vh), ye),, E Kh, (4.10) 
converge dans vh vers uh , solution de (4.3), par application du Theorbme 4.1 
du chapitre I de [l]. On peut, done, commencer par approcher q,, par 
application du ThCoreme 4.2. 
B. Application au probkne de Dirichlet non honwgt?ne 
Placons-nous maintenant dans le cadre et les notations de la Section 3. 
Soit A : V = lWp(s2) ---f V’, p > 2, defini par (3.3): 
(Au, v) = h j-, 1 u I@ u . v dx 
+ P tl j, I Diu Ip-2 Diu - Div dx, vu, v E v, 
oil h > 0, p > 0. 
Soit g E y(V) = W--llP~p(F), oti r = &Q, few C V,,‘, dual de 
v, = TV;-P(Q), oiip’ = p/(p - 1). 
D’aprb le Theo&me 3.2 il existe u unique solution de 
-p i Di(l Dp /se2 Diu) + X 1 u 18-2 u = f au sens de g(Q), 
i=l 
P=g 
(4.10) 
D’aprb le ThCoreme 3.1, u solution de (4.10) est aussi la solution de 
UE&, (Au, v - 4 b (f, v - 4 2 0, VVEK,, (4.11) 
Oii 
K, = {v E V/yv = g}. 
Le but de 4, B est d’approcher la solution u de (4.11) par application des 
methodes d&rites dans 4, A. 
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Si X > 0 alors on a, comme il est aisC de vCrifier, 
(Au - Aw, u - 4 3 cw u II) - @(II w li))(ll u 11 - 11 wII), ~24 w E v, (4.12) 
Oil 
B(r) = min(h, p)~“--l: 
Done, si h > 0, A verifie l’hypothese (4.1). Ikurt donnees la remarque 4.1 
et la Proposition 3.1, nous admettrons toujours dans la suite que h > 0. 
Ceci &ant, on va passer a la definition du triplet {V, V, , ph} (cf. section 4.A). 
Pour simplifier on va supposer dans la suite n = 1 et Q = IO, l[. 
Nous posons pour chaque h = l/m, m entier positif destine a tendre 
vers +oo (cf. [lo, 111) 
et 
V, = {uh = (uho, uhl ,..., uhm) 1 uhg E R, q = 0, l,..., m) 
(Ph”h)@) = jj g #h” s, eh”(r) eh*(x - r> dy, 
oh 0,~ est la fonction caracteristique de [(q - Qh, (q + $)h]. 
Les assertions qui suivent vont nous placer dans les conditions d’application 
du Theo&me 4.1 sur la discretisation et du ThCoreme 4.2 sur l’iteration: 
PROPOSITION 4.1. p, E 2’( V, , V) et est injectiwe. De plus, on a 
g; I(ph”h)(x>l < (m + 1) ’ max 1 uhq 1) VU,E v,. (4.13) 
67 
PROPOSITION 4.2. Si uh E Vh posons y$+, = (uh’, uhm). 
Alors on a, en notation tkidente, 
Y(Ph”h) = YhUh * (4.14) 
COROLLAIRB 4.1. Soit V,,, = {#,, E v, 1 yl,u, = 0. Alors on a 
et est injectiwe. 
Ph.0 = Ph 1 Vh,,, E 9(vhs0 9 vO> (4.15) 
De pk.& si p,u, E V, abrs uh E V,,, . 
COROLLAIRB 4.2. Soit g E y(V). Alors &” = p;‘(KJ est non wide et on a 
&” = h E vh 1 ?‘hwh = (g(o)> k?(l))) 
= uh + vh,O, VI+, E Kgh. (4.16) 
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PROPOSITION 4.3. Soit u E K, . Akrrs, il existe uh E Kgh tel quephu, * 11 
duns V. 
D6monstration. Soit 
17ECrn -&, 1+$]), ([ 
dans 
17 = g(0) 
[ 
1 1 
2” 32” 7 1 II = g(1) 
[l-&l+&]. 
Soit 
q = 0, l,..., m. 
On a 17h E Kgh et, (cf. [lo]), phnh w 17 dans V. 
Soit maintenant u E K, : u - I7 E V, et done, (cf. [lo] et [ll]), il existe 
Vh.0 E Vh.0 tel clue phvh,o w u - 17 dans V. 
Done, uh = II, + vh,‘, E Kgh et p,$‘h T u dans V. 1 
Si uh E V, posons 
I/ uh ijh = // PhUh 11 
et soitfEW(Q),p’ = p/p - 1. On a (cf. [lo] et [ll]): 
PROPOSITION 4.4. Posons 
fh = (fh’, fhl,*-,fhnz), 
avec 
fhq = i ],fehq d% q = 0, l,..., 112. (4.17) 
Alors, fh w f discrbment (cf. la Dejkition 4.1). 
LEMMA 4.1. Soit uh E Vh . On peut identi$er uh avec 
@h(X) = F uhqehq(x). 
q=o 
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Alors si on pose 
Wh)(X) = 
ch(x+;) -uh(x-;) 
h , 
on a 
sup l(Vuh)(x)l < 2m * m= I uhq I, VU,E v,. 1 
ES) Q 
Ceci Ctant soit S, : Vh -+ Vh’ dkfinie comme suit: 
(S,u, , vh)h = 
I 
R iih * tih dx. 
Alors, on a la 
PROPOSITION 4.5. Sh E 64( V, , Vhf) et est injective. 
khl = Pil% > %h > ‘I2 Vuh E Vh est une norme sur Vh telle que 
mq= I uhq I d W+J, vu, E v, . 
COROLLAIRE 4.3. On a, 
y; lb~h)(~)I d Cm + 1) ~~1, VUh Ev, * 
;:,p IPh)@)l < 2m ~1I1[uhl, vu, E v, . 1 
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(4.18) 
(4.19) 
(4.20) 
(4.21) 
(4.22) 
On se donne maintenant un paramktre E > 0 destinC g tendre vers 0. 
Posons 
B,,, = A,, + ES,, , oh 4 = PF.*APP, 
(cf. Section 4, A), et soit uh,. I’unique solution de 
uh,6 E KDh> (%.&c 3 vh - Uh,&& b (.fh 9 vh - uh,c)h 9 vv)h E Kgh. (4.23) 
On sait (cf. la Remarque 4.2) que 
uh,s s l(h dans v,, 
oti uh est l’unique solution de 
uh EKgh, (A huh > vh - Uh)h > (fh 3 vh - llh)h > vvh E KQh. (4.24) 
Nous allons done essayer de calculer uh,c & l’aide d’une mkthode idrative. 
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PROPOSITION 4.6. Ona 
(B,,,u, - Bh.,vh , uh - vh)h > +h - Vh]‘, \Ju, , vh E vi, . (4.25) 
VN > 0, Si uh,z)h E v, et [tdh] < N, [Oh] < N, (4.26) 
alors on a 
(B&h - Bh,,% , Wh)h d Ch,e(N)[Uh - %][%], VW, E vh , 
Oh 
C&N) = Np-2(p - l)[hp’2(m + l)p + /~2%2~~‘~] + E. 
Dhwnstration. Supposons [+] < N, [q&l < N. (4.21) et (4.22) entrainent 
z; I(ph%>(x)l < N’ = (m + 1) d;N liphuh b(a) < (m + 1) fi[%], 
SUP [(vu,)(x)/ < N" = %TZ hi-N, 11 vuh I/L%) < 2m fibh]. 
XsR 
D’autre part on a (cf. la dkmonstration de la Proposition 2.3): 
I I 01 9-2a - I B P-“P I < (P - l)b=(l 0~ I, I B W-“1 01 -P II Vol,/3ER. 
Done, on obtient successivement: 
IS R (1 Phzl, I’,-’ Ph”h - I phvh I ‘-’ phvh) phwh 1 
< 11 1 @huh i”-2PhUh - 1 Phvh ~p-2~hvh k.iJ) 11 PhWh b(n) 
< (p - l) wp-2 I/ Ph(Uh - vh)b(n) II Phwh bk’) 
< (p - 1) N’p-2m(m + 1)” [uh - vh][wh], 
et,-de faGon analogue, on obtient 
1 ,., 1 vu, I’-’ vu, - 1 vv, I’-’ vvh) VW,& / 
< (p - 1) N”p-24m3[uh - vh][wh]. 
Done, 
I(Bh.& - &.Ph 9 wh)h 1 
= 
I I 
h R (1 PhUh Ip-2 Ph”h - 1 Phvh I’-’ Phvh) Phwh 
+ p s, (I VUh I’-’ vuh - I vvh I’-’ vvh) vwh + c I, (uh - oh) wh 1 
< {(p - l)(/W’P”m(m + l)2 + pwpw24m3) + c}[uh - vh][wh] 
= {(p - 1) NP-2[hmp/2(m + 1)’ + p2Pm3p’2] + c}[Uh - vh][wh], 
d’oh le rksultat. 
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Alors compte tenu du ThCoreme 4.2 et de la Remarque 4.2 (en remplacant 
11 . II* par [.] et )I . I]$ par [.I*) on obtient le 
COROLLAIRE 4.4. Sous les hypthises de la Proptiti~ 4.6 :so&zt IL”,,, E &h, 
Nho,t = 2[u~,c1 + f [fh - Bh,&:..)]*, 
et 
Ch., = c*.c(N c) 
Ph.6 = + * 
h.c 
Alors, la suite (ui.3 definie par les iterations 
u 1,:’ = p2>04., - P*.rq3B*.ruhn.~ - fb), (4.27) 
oh P& est la projection sur &* par rapport a la norme [.], converge vers 
u,., solution de (4.23). 
De plus, on a 
ML - u*.c12 G C,&“,,, - u*.d2. oh eh& = 1 -g-. 
n.r 
Remarque 4.3. Comme il est aist5 de verifier si 
on a 
t‘h = (t‘,,‘, il,,‘,..., , hm) E v,, 
P&u* = (g(O), u:,..., cl, g( 1)). (4.28) 
Maintenant, &ant donnes le Theo&me 4.1 et la Proposition 4.2, si u* est la 
solution de (4.24), on a 
Ph”h 3 Us -8 
solution de (4.1 l), fortement dans V, ce qui acheve la resolution numerique 
du probleme (4.11). 
Remurque 4.4. Le probleme (4.24) Cquivaut au suivant: 
uh E qh, Fh(Uh) < Fhkh), VVh E Ko”, (4.29) 
Oti 
(cf. la Proposition 1.2). 
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On peut rksoudre directement (4.29) 2 l’aide de la mkthode de la mire 
(cf. [l , chap. I]). Pour les techniques intervenant dans la resolution numkique 
des problkmes (4.27) et (4.29), cf. M. Sibony [l, 81. 
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